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Finita elementmetoden

— for schrodingerekvationen

En partikel i en endimensionell lada

Vi skall 16sa schrodingerekvationen pa ett intervall I = [-L/2 , L/2]. Utanfor I antar vi att
¥ ar forsumbart liten sa vi sédtter den till noll dar. Vi skall alltsa 16sa problemet

Om vi multiplicerar med en godtycklig funktion s(x), som har en kontinuerlig andra-
derivata och uppfyller s (-L/2) = s (L/2) = 0, och sedan integrerar over I far vi
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- J.l// x)dx + JV )¥Ps(x)dx = e J.‘I’s
-L/2 ~L/2 -L/2

Eftersom s (x) ar noll i &ndpunkterna ger partiell integration av forsta termen

L/2 L/2 L/2

- j ys(x)dx = —[y's(x LL/Z + J "(x)dx =0+ _[y/is’(x)dx
-L/2 -L/2 -L/2

Det visar sig att losningarna till (1) 4&r samma som de funktioner ¥(x) som for alla
mojliga funktioner s (x) uppfyller
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| _LJ-/;// dx+_J/2/' 'f’s dx = e_L_[/‘ZPs | @)

- y” har kontinuerlig andraderivata.



Forst nu infor vi en forenkling! Vi antar att vi bara soker efter W(x) bland kontinuerliga,
styckvis linjara funktioner som uppfyller Y(-L/2) = Y(L/2) = 0 och att s (x) ocksa ar en
kontinuerlig, styckvis linjar funktion. Vi formulerar féljande problem:

- Finn de kontinuerliga, styckvis linjara

- funktionerna ¥, som uppfyller
L/2 L/2 L/2

f vy (x)dx + J V(x)¥, s, (x)dx = e J Vs (x)dx (3)
©-L/2 -L/2 -L/2 :
o for alla funktioner s, (x) som &r kontinuerliga och

styckvis linjara och hars; (— %) =5, (é) =0.
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Nu lagger vi in en indelning av x-axeln. Vi infor ocksa s.k. basfunktioner. Vi kallar
basfunktionerna ¢, och deras utseende visas i fig 1. De &r noll férutom over intervallet
[x, , ,x;,,]. I toppen har de vardet 1.
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Vi delar in axeln i N delar vilket ger oss N -1 basfunktioner. De styckvis linjar
funktionerna kan nu skrivas som en summa av basfunktionerna med olika koefficienter
framfor.

N-1

lPL(:’C) = 2. a0 (4)
o

SL(x) = bj(pj 5)
i=1

Intervallets dndlidgen kallar vi x, respektive x,.



Med (4) och (5) insatta i (3) skall vara losningar ¥; uppfylla
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For att summan over j skall vara noll for alla kombinationer av b; krévs att att alla termer
i summan skall vara noll . Da far vi
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Dessa N—-1 ekvationer kan skrivas i matrisform som
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eller som
{A+Cla=eBa= B'{A+Cla=ca

Genom att ta fram egenvidrdena och egenfunktionerna till B{A+C} kan vi rita upp
losningarna till schrodingerekvationen och motsvarande energier. Matriselementen i A
och B berédknas analytiskt. For C kan man utan storre fel férenkla,
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En partikel i en tvadimensionell lada

Vi skall nu 16sa schrodingerekvationen pa en rektangel Q, se fig 2. Rektangelns kant
kallar vi randen och betecknar I'. Vi formulerar vart problem:

AP +u(x, y)¥ =el (6)

Aterigen multiplicerar vi ekvationen med en godtycklig funktion s(x,y), som har
kontinuerliga andraderivator och som &r noll pa I'. Vi integrerar sedan 6ver hela Q

—J. s(x, y)AWdx + J. s(x, y)o(x, y)Pdx = eJ‘ s(x, y)¥Pdx

Q

Den partiella integrationen i en dimension motsvaras av Greens formel i tva
dimensioner.

—I s(x, y)A¥dx = —j s(x, y) %}I do+ '[ Vs(x,y) - V¥dx =0+ I Vs(x,y)- V¥dx
Q Q
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Ekvation (6) 4r ekvivalent med att l6sningarna ¥(x,y) for alla mojliga funtioner s(x,y)
uppfyller

stx y) V'f’dx+J x, y)v(x, y)‘I’dx—eJ (x,y)';”dxé

l//har kontmuerhga andraderivator.

Det som motsvarar axelindelning i en dimension &r en triangulering i tva dimensioner,
se fig 2. Vara numeriska losningar &r funktioner som &r kontinuerliga och linjara 6ver
dessa sma trianglar.
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Fig 2.

Varje punkt motsvarar en nod. Vi har N ~1 stycken i x-led och N 1 i y-led. For enkelhets
skull justerar vi L, sa att

Lo _ %
N, N,

Basfunktionen ¢, 4r sddan att den &r 1 i noden i och gar sedan linjart ner till 0 i de noder
som den delar en triangel med, dvs den &r en pyramid med hojden 1. I 6vriga rektangeln
ar den 0, se fig 3.

Fig 3.

Vart problem att 16sa blir



: Finn funktionerna ¥, som uppfyller |
IVSL x,5) V¥, dx+st x, ¥ (x, ¥)¥, dx—eJ.sL(x ¥, dx (7)

o for alla funktloner s.(x, y) som &r styckvis thara
.~ ochhars, =0par.

De styckvis linjara funktionerna kan skrivas som en summa av basfunktionerna med
olika koefficienter framfor.
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Dessa uttryck séatter vi in i (7) och far till slut
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Detta skriver vi
{A+Cla=eBa= B'{A+Cla=ca
Nar vi tittar pa en partikel i 1ada kan vi séatta potentialen till noll.
v=0=C=0
Néar vi skall berdkna integralerna i A och B finns det med var triangulering tva fall.
1) Nod i eller sitter i ett 90°-horn.

2) Nod i och sitter i 45°-horn.
Fallen illustreras i fig 4.
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Du kan ldsa mer om finita elementmetoden i Claes Johnsons bok
Numerical solution of partial differential equations by the finite element method
(Studentlitteratur)



