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Finita elementmetoden
Ð f�r schr�dingerekvationen

En partikel i en endimensionell l�da

Vi skall l�sa schr�dingerekvationen p� ett intervall I = [ÐL/2 , L/2]. Utanf�r I antar vi att
Ψ �r f�rsumbart liten s� vi s�tter den till noll d�r. Vi skall allts� l�sa problemet

    

− ′′ + ( ) =

−



 = 



 =

Ψ Ψ Ψ

Ψ Ψ

V x e
L L
2 2

0
(1)

Om vi multiplicerar med en godtycklig funktion s(x), som har en kontinuerlig andra-
derivata och uppfyller s (ÐL/2) = s (L/2) = 0, och sedan integrerar �ver I f�r vi
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Eftersom s (x) �r noll i �ndpunkterna ger partiell integration av f�rsta termen
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Det visar sig att l�sningarna till (1) �r samma som de funktioner Ψ(x) som f�r alla
m�jliga funktioner s (x) uppfyller
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 har kontinuerlig andraderivata.
(2)
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F�rst nu inf�r vi en f�renkling! Vi antar att vi bara s�ker efter Ψ(x) bland kontinuerliga,
styckvis linj�ra funktioner som uppfyller Ψ(ÐL/2) = Ψ(L/2) = 0 och att s (x) ocks� �r en
kontinuerlig, styckvis linj�r funktion. Vi formulerar f�ljande problem:
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Nu l�gger vi in en indelning av x-axeln. Vi inf�r ocks� s.k. basfunktioner. Vi kallar
basfunktionerna ϕi, och deras utseende visas i fig 1. De �r noll f�rutom �ver intervallet
[xiÐ1 , xi+1]. I toppen har de v�rdet 1.
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Fig 1.

ÐL/2 L/2

Vi delar in axeln i N delar vilket ger oss N Ð1 basfunktioner. De styckvis linj�r
funktionerna kan nu skrivas som en summa av basfunktionerna med olika koefficienter
framf�r.
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Intervallets �ndl�gen kallar vi x0  respektive xN.
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Med (4) och (5) insatta i (3) skall v�ra l�sningar ΨL uppfylla
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F�r att summan �ver j skall vara noll f�r alla kombinationer av bj kr�vs att att alla termer
i summan skall vara noll . D� f�r vi
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Dessa NÐ1 ekvationer kan skrivas i matrisform som
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Genom att ta fram egenv�rdena och egenfunktionerna till BÐ1{A+C} kan vi rita upp
l�sningarna till schr�dingerekvationen och motsvarande energier. Matriselementen i A
och B ber�knas analytiskt. F�r C kan man utan st�rre fel f�renkla,
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En partikel i en tv�dimensionell l�da

Vi skall nu l�sa schr�dingerekvationen p� en rektangel Ω, se fig 2. Rektangelns kant
kallar vi randen och betecknar Γ. Vi formulerar v�rt problem:
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�terigen multiplicerar vi ekvationen med en godtycklig funktion s(x,y), som har
kontinuerliga andraderivator och som �r noll p� Γ. Vi integrerar sedan �ver hela Ω.
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Den partiella integrationen i en dimension motsvaras av Greens formel i tv�
dimensioner.
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Ekvation (6) �r ekvivalent med att l�sningarna Ψ(x,y) f�r alla m�jliga funtioner s(x,y)
uppfyller
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ψ har kontinuerliga andraderivator.

Det som motsvarar axelindelning i en dimension �r en triangulering i tv� dimensioner,
se fig 2. V�ra numeriska l�sningar �r funktioner som �r kontinuerliga och linj�ra �ver
dessa sm� trianglar.
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Varje punkt motsvarar en nod. Vi har NxÐ1 stycken i x-led och NyÐ1 i y-led. F�r enkelhets
skull justerar vi Ly s� att
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Basfunktionen ϕi, �r s�dan att den �r 1 i noden i och g�r sedan linj�rt ner till 0 i de noder
som den delar en triangel med, dvs den �r en pyramid med h�jden 1. I �vriga rektangeln
�r den 0, se fig 3.
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V�rt problem att l�sa blir



6

      

Finn funktionerna  som uppfyller

· f�r alla funktioner  som �r styckvis linj�ra
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De styckvis linj�ra funktionerna kan skrivas som en summa av basfunktionerna med
olika koefficienter framf�r.
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Dessa uttryck s�tter vi in i (7) och f�r till slut
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Detta skriver vi

    A C a Ba B A C a a1+{ } = ⇔ +{ } =−e e

N�r vi tittar p� en partikel i l�da kan vi s�tta potentialen till noll.

      v ≡ ⇒ =0 C 0

N�r vi skall ber�kna integralerna i A och B finns det med v�r triangulering tv� fall.
1) Nod i eller j sitter i ett 90°-h�rn.
2) Nod i och j sitter i 45°-h�rn.

Fallen illustreras i fig 4.
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Fig 4.

	 Fall 1 	 Fall 2

Du kan l�sa mer om finita elementmetoden i Claes Johnsons bok
Numerical solution of partial differential equations by the finite element method
(Studentlitteratur)


