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En studie av

schrodingerekvationen

— numeriska berdkningar for
nagra modellpotentialer

Fran vagfysiken kéanner vi till hur elektromagnetisk stralning
beskrivs som en vagrorelse. Flera experiment som utférdes i borjan av
1900-talet visade dock att ljus dven hade partikelegenskaper och man
borjade tala om fotoner. Experiment (t.ex. av Davisson & Germer)
visade att elektroner och neutroner som man tidigare téankt sig som
partiklar ocksa hade vagnatur med de Broglie-vaglangden A=A/p.

Om vi vill studera hur partiklar av makroskopisk storlek ror sig néar
de viaxelverkar med varandra anvidnder vi Newtons ekvationer. Men
om vi studerar en elektron ger dessa ekvationer bara ritt resultat for
fria elektroner, t.ex. i ett TV-ror. I en vateatom duger inte Newtons
ekvationer. Nagot blir annorlunda i den mikroskopiska vérlden.

En elektron har bade partikel- och vagnatur. 1926 lade Erwin
Schrodinger fram en ekvation som grundade sig pa att en elektron ar
nagot annat 4n en partikel. Aven om tanken kunde verka svar att
acceptera sa fanns en stor fordel, ekvationens resultat stimde med
experiment.

Eftersom sma system inte uppfor sig som den makroskopiska véarlden
vi har erfarenhet av och eftersom schrédingerekvationen (SE) dr en
partiell differentialekvation dar losningarna kan vara svara att
"gissa" dr det ibland svart att forutspa hur den mikroskopiska varlden
fungerar.

Med dagens snabba datorer med fin grafik finns det mojlighet att
anvianda SE praktiskt, inte bara i de fa fall dar den gar att losa
analytiskt. I detta projekt skall du fa 16sa SE for nagra olika system for
att lara kdnna den kvantmekaniska virlden lite mer. En del av
systemen gar dven att 16sa analystiskt sa att du kan se hur pass bra de
numeriska metoderna fungerar.

Vi skall mestadels titta pa partiklar som bara kan rora sig i en
dimension. Losningarna till ett verkligt, tredimensionellt system tar
dels langre tid att berdkna men framforallt dr de svarare att illustrera
grafiskt. Principerna for losningarna dr &nda desamma.



Atomaéara enheter

Den tidsoberoende SE i en dimension lyder

n* d*¥(x)
—————+V(x)¥(x)=E¥Y(x

L V() = By ()
De vanliga SI-enheterna ar lite klumpiga for atoméra system och darfor infor vi atoméra
enheter istillet for enheterna As, kg, Js respektive As/Vm. De nya enheterna avpassas sa
atte=1,m,=1, 7 =1 och 47e, = 1 i respektive enhet. e och m, &r elektronens laddning
respektive massa.

Vi later bohrradien vara 1 atomér ldngdenheten enligt

_ (4mey)n?

a, = =1lingdenhet (=0,529 A)
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m,e

Energienheten, som kallas hartree, definieras som

4
me

1H=_""%
(4me, ) n”

(= 27,2 eV)

Om vi nu skriver schréodingerekvationen utan enheter fas

1 v
om  dx*

+V(x)¥(x)= E¥Y(x) (A)

Resultatet fran ekvationen, som ar en egenvardesekvation, 4r dels vagfunktionerna och
dels deras egenviarden som motsvarar vagfunktionernas totalenergier. Nar resultaten
har berdknats kan de aterforas till SI-enheter.

Finita elementmetoden

I ekvation (A) kan vi se att det enda som skiljer tva olika system at 4&r massan m pa
partikeln och potentialen den upplever, V(x). Néar dessa ar bestdmda skall
differentialekvationen losas. Med hjilp av MatLab-programpaketet schr opac kan man
testa olika potentialer och se vad som hidnder med partikeln.

Via http://fy.chalmers.se/~f3cjw/kvantmekanik.html

kan du ladda ned schropac till ditt eget konto och ocksa lidsa hur man laddar ned det.
schropac anvéander sig av finita elementmetoden (FEM) for att l6sa SE. I korthet delar
FEM upp x-axeln i sma intervall och antar att 16sningen ¥ ar t.ex. kvadratisk pa varje
sadant intervall. I schr opac beridknas styckvis kvadratiska funktioner ¥ forutom for den
tvadimensionella partikeln i lada dar styckvis linjara losningar tas fram.

For FEM-berdkningarna maste man mata in antal delintervall, N. Felet i egenviardena
foljer ungefar N*. N mellan 50 och 150 kan vara ldmpligt beroende pa hur snabb datorn
ar.



Din uppgift

Huvudsyftet med detta projekt ar inte kvantitativt utan kvalitativt. Forhoppningsvis far
du lite kéansla for SE. Du leker s& mycket du vill med schr opac och sedan skriver du en
uppsats om hur SE fungerar, riktad till andra F3-teknologer. Som en hjalp far du en del
fragor att fundera igenom och testa med programmet. Du kan naturligtvis d&ven héanvisa
till och jamfora med teoretiska resultat du har sett. Nar du anvander schr opac skall en
del parametrar matas in. For att fa vettiga svar behiover potentialen anpassas till
massan. Du far en viss ledning men far ocksa prova dig fram.

Tolkning av ¥? som en sannolikhetsférdelning

Max Born inforde foljande tolkning av en partikels vagfunktion: sannolikheten for
partikeln att vara vid x 4r proportionell mot ¥*(x). (Se vidare i appendix).
OBS! I programmet skrivs ¥ som ¥.

Modellpotentialer

En partikel i en endimensionell lada (V = 0)

Denna potential kan verka helt konstruerad men den ar enkel att rdkna pa. Dessutom
kan den vara en forsta approximation till situationer som manga partiklar upplever:
de ar innesténgda i ett litet utrymme men kan rora sig ganska fritt darinne.

Ga in pa "Standard ( V = 0)". Lamplig ldngd pa ladan kan vara ett par angstrom.
Lat partikeln vara en elektron.

v

Saker att tinka igenom:

e  Hur vaxer energin £, med kvanttalet n?
Hur vaxer 2(E,,, —E )/(E, ., + E ) med kvanttalet n? Vad innebéar det nér n
blir mycket stort?

e  For framtida bruk: ungefar pa vilka viarden ligger totalenergin for olika nivaer?
Framover skall jag referera till dessa 16sningar som "standard".

e  Jamfor resultaten med de analytiska vagfunktionerna.
(Det kan du t.e.x gora genom "Save ¥" och sedan gora egna diagram i MATLAB.)



e Ar vagfunktionerna ortogonala?
Skaldarprodukten definieras som

i J

J Y (x)¥, (x)dx

Hela intervallet

En partikel i lada med en ramp

Ga in pa "Generate your own potential" och konstruera en ramppotential. Vdlj samma
langd pa ladan som i standardladan och lat potentialskillnaden 6ver rampen vara storre
an totalenergin for de ldgsta standardnivaerna.

v

Saker att tinka igenom:
e  Hur ligger energinivderna?

e Pavilken sida ar partikeln oftast for de lagsta kvanttalen? For hogre kvanttal?
Kan du tanka dig en forklaring till skillnaden?

Lat nu potentialskillnaden vara sa stor 6ver rampen att den méarks dven for n = 20.

2 2

> I SE tolkar vi — :—8— som ett matt pa den kinetiska energin. Studera vad
m

2

#”(x), frekvensen pa ¥(x) och den klassiska kinetiska energin ix har for relation.

En partikel i lada med en fyrkantsbarriir

Mycket inom kemin bygger pa barridrer. Exempelvis kan tva molekyler A och B kopplas
ihop vid en kollision om de har tillrdcklig energi far att ta sig 6ver en potentialbarriar.
Till skillnad fran i klassisk mekanik kan en partikel tringa igenom en barrier som ar
hogre dn vad den egentligen har energi for. Detta kallas tunnling.

G4 in pa "Square barrier" och definiera en potentialbarridr. Valj samma ldngd pa ladan
som i standardladan och lat barridrhojden vara storre &n totalenergin for de lagsta
standardnivaerna. Testa med olika barridrbredd.



Saker att tinka igenom:

e  Hur ligger energinivderna?

e  Vad hinder med ¥? nir totalenergin nirmar sig barridrhéjden?
Vad héinder med ¥? nir totalenergin dr nagot hogre dn barridrhéjden?

o Om du lagger en lag barridrhéjd, hur ligger energiniviaerna jamfort med standard?

¢ Testa med en negativ barrisir. Hur d4ndrar sig ¥? nir kvanttalen ékar?

Tunnling genom en fyrkantsbarriér

Som en extrauppgift skall vi beridkna sannolikheten for att en partikel som kommer in
mot en fyrkantsbarridr med en viss hastighet tunnlar igenom. Sannolkheten fas som

-1

_ 2
(eW/D _e W/D)

P=|1+
16E(1_E)
BE BE
dar
D=— h
,\;Zm(BE—E)

BE ar potentialbarridren och E ar partikelns kinetiska energi nidr den kommer in mot
barridren. W ar barridrvidden och m &r partikelns massa. schropac anviander inte FEM
i denna uppgift.

Saker att tinka igenom:

*  Hur och i vilken grad paverkar m, W och BE/E transmissionen av partikeln?



Egna potentialer

Ga in pa "Generate your own potential" och hitta pa egna potentialer.
Du kan behova 6ka N om du gor komplicerade sadana.

v

Saker att tinka igenom:

e  Testa ifall vagfunktionerna forfarande &r ortogonala mot varandra.



En partikel i en tvadimensionell 1ada (V =0)

Vi skall titta pa standardfallet, men nu kan partikeln rora sig i tvd dimensioner. Detta
skulle kunna vara en approximation for en partikel som sitter pa en yta och ar
innestangd i ett litet omrade. Forutom att vi far vagfunktioner i tvd dimensioner och att
berdkningarna tar langre tid kommer en ny egenskap fram: degenerering. Det kan
finnas olika vagfunktioner med samma energi.

Skapa en rektangulidr lada med sidldngder pa ett par angstrom. Programmet dr gjort sa
att delintervallen ar lika langa i x- och y-led.

Studera energinivierna for nigra olika fall. N = (Ny — 1)( N, — 1) bér inte vara mer &n 300.

e  Ar det nagon skillnad mellan rektangulira och kvadratiska lador?
Jamfor med de analytiska virdena.

Ly

Den harmoniska oscillatorn

Atomer i molekyler vibrerar mot varandra i sina bindningar. Ar vibrationer tillrickligt
sma kan potentialen anpassas med en parabel och atomerna oscillerar harmoniskt. Vi
skall alltsa med SE forsoka studera hur tvd partiklar ror sig. Men systemet kan forenklas
till att studera deras bindningsldngd och da vi kan anvidnda var version av SE.

I den kvantmekaniska virlden kan bindningen strickas ut eller tryckas ihop mer &dn vad
totalenergin egentligen racker till for. De bindingslédngder som motsvarar dessa klassiskt
forbjudna omrdden &4r markerade med gria filt i schropacs:s grafer oéver ¥ 2
Sannolikheten minskar dock drastiskt nédr potentialen gar alltfor hogt. Se till att
bestamma L sa att man i resultatet ser att det finns marginaler pa kanterna dar ¥ = 0.
Annars kan man inte lita pa varken vagfunktionerna eller energinivaerna. Langst ut pa
sidorna diar nu ¥ = 0, sitter vi en odndlig potential. Man matar in hur potentialen skall
se ut genom att ange E(wall), dvs potentialen alldeles innanfor kanterna. Satt p = 0% for
att fa en helt ren hamronisk oscillator.

O,-molekylen

Studera hur O, vibrerar. (Satt p = 0%). Rdkna om "fjaderkonstanten" £ = 1177 N/m till
E(wall) 1 atoméira enheter. Massan som kommer in i SE ir den reducerade massan

mm
m = 177%
m, +m,



Saker att tinka igenom:

e  Hur vaxer energin E, med kvanttalet n?
Hur vaxer 2E, , —E)/(E ., +E ) med kvanttalet n?

e Ar vagfunktionerna ortogonala?

n+l

e Vid hoga energier, var finns partiklarna mest, runt jamviktslaget eller vid
viandlagena? Vad giller for en klassisk harmonisk oscillator?

e Vad ar den lagsta energin vibrationen kan ha?
Vilken vibrationsenergi kommer 1 mol O,-molekyler att ha vid temperaturen 0 K?

Excitation av en dipol

Vi kan ocksa anvidnda modellen for en harmonisk oscillator for att studera hur en foton
exciterar en dipol. Om en molekyl har ett dipolmoment ldngs x-axeln sa kan en foton
excitera molekylen fran tillstdnd Y, till ¥, endast om 6verféringsdipolmomentet u,, # 0.
For de endimensionell vagfunktionerna som vi far ut av den harmoniska oscillatorn
giller att

Mg = J.llle ¥ydx

foton

4—>
vibration

Saker att tinka igenom:

e  Till vilka tillstand j kan en foton féra molekylen om den fran borjan ar I tillstand i?
Det enkla samband du skall komma fram till kallas for en urvalsregel.

Den "riktiga" O,-molekylen

Genom att ga till "From file" kan man ladda in en fil som anger en valfri potential. i filen
syrenol ekyl en_dat a. mfinns en béttre approximation till den verkliga potentialen 4n
vad en parabel dr. Funtionsformen kallas morse-potential. Berdkna losningarna till SE
med denna potential.
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Saker att tinka igenom:

e  Vad blir skillnaden i energinivaer jamfort med den harmoniska
oscillatorn for sma och stora kvanttal?

Viateatomens radialdel

Lat oss ridkna pa viateatomen. Den har en kdrna och en elektron vilket ger oss en partiell
differentialekvation med sex koordinater. Om vi antar att kdrnan ror sig mycket
langsammare &4n elektronen kan vi dela upp SE i tva oberoende ekvationer, en for
atomens masscentrum och en for elektronen. Det 4r bara den sista som vi intresserar oss
for har. ¥(r,0,¢p) ar elektronens vagfunktion i punkten r,0,¢ dar de sfariska koordinaterna
ar relativt kdrnan (origo).

2

5 V*¥(r,0,0)+V(r,0,0)¥(r,0,¢) = E-¥(r,0,0)
m

e

Aven denna ekvation kan vi dela upp eftersom det visar sig att man kan separera
variablerna: ¥(r,0,¢) = P(r)/r-Y(6,p). Vi skall till att borja med endast studera P(r).

Nar vi delar SE for r, 6 och ¢ far vi foljande ekvation for P(r).

h2
2m

e

P"(r)+v,(r)P(r) = EP(r)

dér vi kan se v,(r) som en effektiv potential:

2 2
e +h I(l+1)

2

0, (r) =

dre,r 2m, r

1 =0,1, ... ar banimpulskvanttalet. For varje [ vi sdtter in far vi en uppséattning 1l6sningar
med tillhérande energier. Nir en elektron foljer en viss sannolikhetsfordelning ¥?, sidger

vi att den finns i orbitalen ¥. For atomer har man infort beteckningarna s, p, d, f, g ... for
[1=0,1,2 3,4...T.ex kallas orbitalen med n = 2,/ = 1 for 2p. Nar vi skall lo6sa denna

ekvation numeriskt behéver vi d4ndra om axelindelningen. Istillet for en linjar sadan
anvinder vi en exponentiell:




Lampligt L kan vara 100. Om en vagfunktion inte planar ut mot noll utan snabbt tvingas
ned till noll vid L sa har man satt L for litet i programmet for att passa den
vagfunktionen.

Nar man kanner P(r) kan man berdkna sannolikheten att elektronen finns vid en viss
radie, p(r):

2nm

dr-p(r)=dr- IJ[@ Y (0, qo)j -r’sin6d6d g = p(r) «< P(r)

Att illustrera sannolikhetsfordelningen for elektronen i hela rymden &ar svart eftersom
det skulle krivas en fyrdimensionell bild. Genom att klicka pa “Show 3D orbitals” kan du
fa se forsok till en illustration. I figurerna till hoger kan man fa se de vanligt
forekommande polédra bilderna. De ar helt enkelt en poléar bild 6ver Y(6,¢). I den kan man
t.ex. se att p-orbitaler dr riktade ldngs en axel. Figurerna har dock vissa nackdelar. T.ex.
kommer 2p och 3p att se likadana ut fast de inte ar det. Som ett kompliment finns figuren
upptill. I den har orbitalen skurits mitt itu ldngs xy-planet och man se sannolikheten att
hitta elektronen i punkten (x,y,0).

Saker att tinka igenom:
e Rita P(r) och jamfor med de analytiska losningarna.
¢ Finns det degenererade tillstand i vateatomen?
e  Hur stdammer P(r) med Bohrs atommodell?

. For orbitalen 2s ar ¥, (r = 2) = 0. Hur forklarar du att elektronen 4nda kan ta sig fran

r<2tilr>2?

10



Stabilitet i Na,,

Ett metallkluster &r ett antal metallatomer som har klumpat ihop sig m.h.a.
metallbindningar. Na,, har 40 kérnor, 400 inre elektroner och 40 valenselektroner. Om
man skulle 16sa SE for Na,, blir det en differentialekvation med 1440 koordinater.

For att kunna berdkna hur stabila dessa kluster adr beroende pa hur manga atomer som
ingar forenklar man ibland situationen m.h.a. jelliummodellen.

Ett Na,,-kluster kan delas upp i positiva joner och valenselektroner enligt

Na,, =40 Na* + 40 e". De 40 positiva jonerna, som bestar av 11 protoner och 10 elektroner
vardera, smetas ut i en sfiar som i diameter skall motsvara klustret. Det blir alltsa en sfar
med +40 elementarladdningar jamnt fordelade 6ver hela volymen. Vi kan sedan berdkna
en potential som en valenselektron skulle uppleva om den befann sig inne i klustret och
viaxelverkade med den utsmetade plusladdningen och de 6vriga 39 valenselektronerna.

Denna potential ar ritad i figuren nedan (r uttryckt i atoméra ldngdenheter och v (r) i
hartree) och den anvinder vii SE. Vi far pa sa sitt fram en uppsittning orbitaler med
motsvarande energier som resultat.

Schrodingerekvationen for en valenselektron ar

h2
2m

e

nol(l-1)

P(r)+ {vr(r) Tom r—Z}P(r) - BE)

e

déar v (r) ar den funktion som &r ritad i figuren. I denna uppgift finns inte potentialen
som funktionsuttryck utan i form av ett antal datapunkter som programmet lédser in.
Problemet dr nu valdigt likt det for vateatomen. T.ex. fair man som for viateatomen flera
orbitaler med [ = 1 och i varje orbital far det plats tva valenselektroner.

Detta skall vara med i uppsatsen:

¢ Rita ett energinivadiagram for de 40 valenselektronerna.

o Om antalet valenselektroner precis fyller en energiniva sa blir det klustret extra
stabilt. Hur manga elektroner behovs for att fylla den ldgsta energinivén, den ligsta
plus den nésta lagsta, osv.? Dessa tal brukar kallas magiska tal. Ar 40 ett magiskt
tal for natriumkluster?
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Sannolikhetsfordelningar i
klassisk- och kvantmekanik

Appendix:

Vi har sett ¥? som sannolikhetsférdelningen for en partikel och inte brytt oss om hur en
partikel egentligen ror sig. I klassisk mekanik kan vi ocksa studera
sannolikhetsfordelningar for partiklar. Dessa skulle vi kunna anvidnda for att se
skillnader men ocksa likheter mellan klassiska och kvantmekaniska berdkningar.

For en klassisk partikel ar det naturligt att tanka sig att sannolikheten for en partikel att
vara vid en position x ar liten om dess hastighet i x &r hog. Da forsvinner den ju snabbt

darifran.

Ingen friktion

B —

°N,

=V

En endimensionell, klassisk berg-och-dalbana

For att studera denna berg-och-dalbana behéver man
veta hur banan ser ut och vilken massa det ar pa
vagnen.

1) Energikonservering

Formeln for energikonservering &r
T(x) + V(x) =E,,

Om vi vet eller bestammer E,, kan vi berdkna
farten

u(x) = ,\‘;““2(Etot -V(x))/m

Sannolikheten att hitta vagnen vid x ar
P(x) o< 1/v(x)

Pa stallen déar E,, < V(x) kan inte vagnen finnas.
Dessa stillen kallas "klassiskt férbjudna"
omraden.

2) Tidsberoende

Nu kan vi fortsédtta och studera vad som hinder nir
tiden gar. Om vi séger att vid ¢ = ¢, ar x(¢,) = x, och
v(ty) = v, sa kan vi med Newtons ekvation berdkna
x(t) och v(¢) for alla ¢.

12
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En kvantmekanisk partikel i en endimensionell
potential

For att studera denna partikel beh6ver man veta hur
potentialen ser ut och vilken massa det ar pa
partikeln.

1) Energikonservering

Formeln for energikonservering dr SE

_ % d;igx) +V(x)¥(x) = E,,¥(x)

Skillnad 1: Partikeln kan inte ha vilken E,, som
helst. De virden som &r tillatna far vi ur SE.

Skillnad 2: Sannolikheten att hitta partikeln vid x
kan inte berdknas ur farten. Istdllet fas P(x) ur SE
enligt

P(x) o< ¥*(x)

Men ju storre E,,, desto mer ndrmar sig P(x) den
klassiska funktionen av farten.

Skillnad 3: Pa stédllen dir E,,, < V(x) kan partikeln
trots allt finnas. Men om V(x) = « kan den inte
finnas dar.

2) Tidsberoende

Har ger oss den tidsoberoende SE oss ingen
information.



